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MATHEMATICS 
DAS ABSTRAKTE INTEGRAL. III 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of May 30, 1959) 
Zweiter Teil, y. 
§ 11. Durch fortgesetzte Halbierung von [ -1, 0) und (0, + 1] ent-
stehen halboffene Intervalle e1, deren endlich viele Summen Mengen eines 
Mengenkorpers k sind. Es sei f(x) =x fiir -1 ~x< 0 und O<x~ + 1, f(O) = l. 
.Jedem halboffenen Intervall [a, b) oder (a, b] ordnen wir als MaB f(b)- f(a) 
zu, jeder aus endlich vielen derartigen disjunkten Intervallen aufge-
bauten Menge E k die Summe der MaBe der einzelnen Summanden. Das 
so entstandene MaB ist beschrankt additiv, jedoch nicht a-additiv, und 
nicht von einerlei Zeichen. 
Definieren wir einen V ektorverband L von Treppenfunktionen t(x) = 
" !arxe;(x) auf X=[-1,0)+(0,+1], wobei e1Ek,e1,·e1,=0 (j1'1)2) 
i=l 
und Xe; charakteristische Funktion von e1 (auf X), und ein zugehoriges 
" elementares Integral I(t) = ! ar t-t(eJ), wobei t-t das eben konstruierte, nicht 
i-1 
a-additive MaB, so erfiillt l(t) die Bedungungen ex, {3, y fiir ein lineares 
Integral von beschranktem Typus (§§ 2, 2bis), auch Bedingung (j (§ 6), 
jedoch nicht folgende Bedingung: 
e. aus fn E L (n= 1, 2, ... ), fn~/n+l und lim fn=O in den Punkten von 
n-+oo 
X folgt: lim 1(/n) existiert, und hat den Wert Null . 
........ oo 
Es ist deutlich, daB sich das Riemann-Integral auf [a, b] erhalten laBt, 
ausgehend von einem linearen Funktional I, sogar von nicht-negativem 
Typus (§ 2), definiert fiir einen Vektorverband L von Treppenfunktionen 
auf [a, b], wobei auch Bedingung e erfiillt wird 31). Dies fiihrt uns zur 
Betrachtung einer zweiten Klasse von abstrakten Riemann-Stieltjesschen 
Integralen, anzugeben mittels (RS)2. 
Die Definition der (RS)2-lntegrale im abstrakten Raum X ist gleich-
lautend mit der des (RS)l-Integrals in X (in §§ 2ter u. ·4) mit dem Unter-
31) Vergleiche loc.cit. 9), S. 157 (Beispiele), und hier § 10. Auch der Verband 
von auf [a, b] stetigen Funktionen und die Klasse der zugehorigen Riemann-
Integrale konnen als Ausgangspunkt bei der Einfiihrung der allgemeinen Riemann-
Integrale nach der hier behandelten Methode gewiihlt werden; wieder erfiillt das 
Ausgangsintegral Bedingung e. 
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schiede, daB auch die Erfiillung von Axiom e durch das elementare 
Ausgangsintegral gefordert wird. 
In diesem Fall folgt a us Axiom e: sind die Folgen {gn(x)} und {hn(x)} 
von nicht-negativen, zu L (§ 1) gehorenden Funktionen nicht-abnehmend 
bzw. nicht-zunehmend, und gibt es zugehorige Grenzfunktionen g(x) bzw. 
h(x), beide E L, so ist fiir das lineare Funktional I (§ 2bis) 
I(g) =lim I(gn); I(h) =lim I(hn)· 
n.---+00 n--HlO 
Damit folgt, daB die gemaB Satz 2 fiir den Korper K (Satz 1) a us I abge-
leitete beschrankt additive Mengenfunktion r.f>, ebenso wie die zuge-
hOrigen positiven-, negativen- und Total-Variationen, a-additiv ist 1) 32). 
Die nach § 2ter auf dem Korper K2 hinzukommenden beschrankt additiven 
MaBe m.p, me, mg und mp sind vollstandig, daneben auch a-additiv 33). 
Dadurch folgt mit den Definitionen von §§ 2ter, 4, iibertragen auf das 
(RS)2-Integral: 
Satz 15. In X sei eine Folge {fn(x)} von monoton nicht-abnehmenden 
oder nicht-zunehmenden Funktionen definiert. Jede Funktion fn(x) ebenso 
wie die Grenzfunktion f(x) besitze ein (RS)2-Integral nach r.J>. AuBerdem sei 
g(x);;;;,fn(x);;;;,h(x) (n=1, 2, ... ) mit g(x) EL,h(x) r=L; I(g) und I(h) sollen 
also existieren. Dann ist 
fx(RS)2 f(x) dr.J> =lim fx(RS)2 fn(x) dr.J>. 
n-->00 
Aile Eigenschaften des (RS)l-Integrals (in §§ 1-5) gelten auch fiir das 
(RS)2-Integral. 
Zweiter Teil, <5. 
§ 12. Das in § 6 angegebene Beispiel zeigt, daB es auch bei der (RS)2-
Integration nicht immer moglich ist das aus L und I abgeleitete erweiterte 
Integral nach demselben Verfahren aus dem zugehorigen Vektorverband 
L* von Treppenfunktionen und dem korrespondierenden Elementar-
integral I* zuriickzuerhalten. 
Fiigen wir den Axiomen .x), {3), y) und e) das Axiom 15) (von § 6) hinzu, 
so sind die Satze der §§ 6-9 auch fiir das (RS)2-Integral wahr. Aus der 
a-Additivitat von mp (§ ll) folgt, da{J das vp-Ma{J in Satz 14 nun auch 
a-additiv ist 34). 
§ 13. Spezialisierung. Wie in § 10; nur soU das beschrankt 
additive MaB u fiir die Mengen von k (in X) dabei a-additiv sein. Auch 
p, n und t sind dann a-additiv 9). Auf dem zugehorigen Vektorverband L 
32) Siehe auch loc. cit. 9), S. 144 (Satz). 
33) Siehe loc. cit. 9), S. 149 ( § 6). 
34) Das kommt, bekanntlich, auf dassel be hirmus als dal3 a us e1 ::l e2 ::l ... ) e,. ::l ... , 
jede Menge e1 E st'o (siehe Satz 14), lim en = 0 folgt lim Vp(en) = 0. 
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von Treppenfunktionen geniigt das zu u gehorende lineare Funktional 1 
von beschranktem Typus den Axiomen CJ (§ 6) und e (§ 11). 
Beweis von e: Die Folge {In} von Treppenfunktionen (E L) sei nicht-
zunehmend und konvergiere gegen Null. e sei die zu k gehorende Teilmenge 
von X, in deren Punkten /1 =1= 0 ist. Bei willkiirlich positivem r; sei en die 
Teilmenge von e, in deren Punkten fn~'YJ ist. Dann ist e1 ~ e2 ~ .•• ~en~ ... 
mit lim en= e. Ist nun M Maximal wert von /1, so folgt a us der Definition 
von I: 
II(fn) I~ M · t(e- en) +r; · t(en). 
Da die a-Additivitat von t lim t(en) = t(e) liefert, ist auch lim I(fn) = 0; 
Bedingung e ist erfiillt. 
Wieder gilt die Darstellung (17bis), nun fiir das eigentliche (RS)2-
Integral. Durch Vergleichung mit den loc. cit. 9), § 11, insbes. S. 157 
angegebenen Resultate folgt, daf3 unter der Annahme der a-Additivitiit von 
u fur die Mengen von k das in diesem Par. angegebene Verfahren zur 
Bildung von Riemann-Stieltjesschen Integralen und dasloc. cit. 9) behandelte 
V erfahren ebenso weit fuhren. 
Dritter Teil, e. 
§ 14. Ausgangspunkt bei der Einfiihrung eines abstrakten ,Lebesgue-
Stieltjesschen" Integrals, kurz (LS)-Integral genannt, ist wieder ein 
Vektorverband L von im abstrakten Raum X definierten Funktionen, 
wie in § l. In X x R1 gibt es, nach Satz 1, den zugehOrigen Mengenkorper K. 
Geniigt das fiir die Funktionen von L definierte lineare Funktional I von 
beschranktem Typus (§ 2bis) Bedingung e (§ 11), so ist die nach Satz 2 
aus I fiir die Mengen von K hervorgehende beschrankt additive Mengen-
funktion f/J, nebst ihren Variationen (G, g, T), a-additiv (§ 11). 
Nach loc. cit. 9), S. 147-150 (§§ 4-6) lal3t K sich erweitern zu einem 
in bezug auf K beschriinkten a-Korper K1 (d.h. K1 ist ein Korper, welcher 
die Summe von je abzahlbar vielen zu diesem Korper gehorenden Mengen 
als Element enthalt, wenn es eine Menge A E K gibt, welche die Summe als 
Teilmenge enthalt), fiir dessen Mengen aul3ere und innere T-Funktionen, 
Ta bzw. Tt, definiert sind, abgeleitet aus der Totalvariation T von f/J. Fiir 
die Mengen eines zweiten in bezug auf K beschriinkten a-Korpers K2, mit 
K 2 ~ K 1, ist ein a-additives, vollstandiges Mal3 m~ definiert, das auf den 
Mengen von K mit f/J zusammenfallt; aus Pn E K2 (n= 1, 2, ... ), Pt·P1=0 
00 
(i=t=j), z Pn ~ Q, mit Q E K, folgt 
n-l 
00 00 00 00 
m~ ( z Pn) = z m~(Pn), mp( z Pn) = z mp(Pn). 
n=l n=l n=l n-1 
K 2 lal3t sich erweitern zu einem a-Korper Ka von f/J-mel3baren Mengen 
(f/J-Mal3 m~ endlich, +oo, -oo oder unbestimmt; T-Mal3 mT endlich oder 
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+=); fiir jede Folge von disjunkten, zu K3 gehi::irenden Mengen {Pk} 
ist immer 
00 00 




met>[~ Pk] = ~ mct>(Pk), 
k~l k~l 
wenn das linke Glied einen endlichen oder bestimmt unendlichen Wert 
hat; met> und mT werden total-additiv fur die M engen von K 3 genannt. 
Definition. Fiir jede auf X definierte Funktion l(x) mit O:;?,l(x) :;?,oo, 
deren auBere Ordinatenmenge F ein endliches T-MaB hat, sei das (LS)-
Integral uber X nach T, fx(LS) l(x) dT, gleich mT(F). 
Dann .existieren auch die (LS)-Integrale von I uber X nach G und /g/, 
und sind bzw. gleich mc(F) und m 1u1(F), wodurch 
(21) fx(LS) l(x) dT = fx(LS) l(x) dG+ fx(LS) f(x) d/g/. 
Definition. Fiir die in voriger Definition betrachtete Funktion l(x) 
sei das (LS)-Integral uber X nach f/J definiert durch 
)22) fx(LS) l(x) df!J= fx(LS) l(x) dG- fx(LS) l(x) d/g/. 
Satz 16. Jede nicht-negative Funktion l(x) EL besitzt ein (LS)-
I ntegral nach f/J ; dabei ist 
(23) I (f)= fx(LS) f(x) df/J oder = me( F) -m1u1(F). 
§ 15. Satz 17. Aus 1~0, g~O,f und g (LS)-integrierbar nach (T 
und) f/J lolgt, da(J auch Max. (f, g) und Min. (f, g) (LS)-integrierbar nach 
f/J sind. 
Beweis wie von Satz 4. 
Der Ki::irper K und die a-additive Mengenfunktion f/J lassen sich in ein-
deutiger Weise erweitern zu dem kleinsten, K enthaltenden und in bezug 
auf K beschrankten a-Ki::irper Ko (in X x R1) und der zu den Mengen von 
K 0 gehi::irigen a-additiven Erweiterung $ 0 von f/J; der Vektorverband L 
und das zugehi::irige Funktional I, welches die Axiome a, {3, y, 8 erfiillt 
(§ 14), werden dabei erweitert zu einem Vektorverband Lo und zuge-
hi::irigem Funktional I 0 , welches wieder a, {3, y, 8 erfiillt; die Korrespndenzen 
zwischen L0 , Io einerseits und Ko, f/Jo andererseits sind dabei dieselben 
wie die zwischen L, I und K, f/J. Nun fiihrt das in § 14 angedeutete 
Erweiterungsverfahren bei Anwendung auf Ko, $ 0 zu den gleichen Mengen-
ki::irpern K 2 , K3 und zugehorigen MaBen mT, met> u.s.w. wie die Anwendung 
auf K, f/J 33). Aus 0:;?,/1:;?, ... :;;,In:;;, ... :;;,g mit g E Lo, In E Lo (n= 1, 2, ... ) 
folgt, daB die Grenzfunktion /o der lnzuLogehOrtmitmT(Fo) = lim mT(Fn). 
n-+oo 
Es ist unschwer einzusehen, daB durch Benutzung von K 0 , f/Jo, Lo 
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statt K, f/J, L der Beweis von Satz 5 sich leicht umformen laBt zu einem 
Beweise von 
Satz 18. Aus g;;;;;JI"i;,f"i;,O, mit gEL, und /I, f (LS)-integrierbar nach 
t/J, folgt das gleiche von /I- f. 
Sat z 1 9. e<) A us f;;;;, 0 und (LS)-integrierbar nach t/J und a;;;;, 0 und 
endlich folgt a· f 12 ) (LS)-integrierbar nach t/J, mit 
f x(LS) a -f df/J =a· f x(LS) f df/J. 
(3) Aus 0-;;;,f<=, 0-;;;,g<=, und f, g beide (LS)-integrierbar nach t/J folgt 
f + g (LS)-integrierbar nach t/J, mit 
fx(LS) [f+g] difJ= fx(LS) f df/J+ fx(LS) g df/J. 
Beweis. ad a) Der Fall a=O ist evident. Bei a>O unterscheide 
man: f E L (klar), und f ¢= L (man wende die loc. cit. 9), S. 147, 148 und 
hier in § 14 gegebenen Definitionen an). 
ad (3) Der Beweis folgt die gleichen Linien wie der des Satzes 6, f3; 
nur tritt dabei Satz 17 an Stelle von Satz 5, und wird die Uberdeckung 
unter 3° (und die unter 3° 0 ) mittels abzahlbar vieler Mengen der zuge-
lassenen Art sein. 
§ 16. Lemma. Die in X definierte nicht-negative Funktion f(x) 
habe die Eigenschaft, daB ihre auBere und innere Ordinatenmenge, 
F bzw. F*, ein endliches T-MaB haben. Dann ist das fUr beide dasselbe. 
Beweis. Denn bei positivem 'YJ ( < 1) ist (1-'Y}) · F ~ F* ~ (1 +'Y}) · F 
und (1-'Y})·F* k F~ (1+'YJ)·F*. 
Mit dem Lemma folgt sofort der 
Satz 20 (Satz von B. LEVI). Aus 0-;;;,h(x)-;;;, ... -;;;,fn(x)-;;;, ... in X, 
mit jedem fn (LS)-integrierbar nach f/J, und lim fx(LS) fn dT endlich, folgt 
f(x) - lim fn(x) auch (LS)-integrierbar nach f/J, mit 
fx(LS) fdt/J =lim fx(LS) fndt/J. 
Bemerkung. In Satz 18 kann die Bedingung g"i;,fi (mit gEL) geiindert 
werden in =>/I, wie sich mit Satz 20 beweisen laBt 35). 
Die Beweise der heiden folgenden Satze folgen bekannte Linien 36), 
und bleiben darum fort. 
Satz 21 (Lemma von FATOU). Die nicht-negativen Funktionen fn(x) 
seien (LS)-integrierbar nach (f/J und) T, mit lim inf fx(LS) fn dT endlich. 
35) Vergl. auch ZAANEN, An introduction to the theory of integration, S. 54, 
zweiten Absatz. 
36) Vergl. etwa ZAANEN, loc. cit. 35), S. 50, 51, oder L. ScHLESINGER und 
A. PLESZNER. Lebesguesche Integrale und Fouriersche Reihen, Berlin u. Leipzig 
1926, s. 91, 92. 
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Dann ist auch lim inf ln(x) (LS)-integrierbar nach T, mit 
n-+oo 
fx(LS) lim inf In dT ~lim inf fx(LS) In dT. 
n-+oo n-+oo 
Satz 22. Aus O~ln(x)~g(x) (n= 1, 2, ... ), mit In und g (LS)-inte-
grierbar nach (lJ> und) T, lolgt da{J auch lim sup ln(x) (LS)-integrierbar 
hach T ist, mit n-+oo 
lim sup fx(LS) lndT ~ fx(LS) lim sup In dT. 
n-+oo n-+oo 
§ 17. Definition. Fiir die in X definierte nicht notwendig endliche 
Funktion I definiere man I+ und 1- wie in § 4. l(x) heiBt lJ>-me{Jbar, wenn 
fiir I+ und 1- ihre auBeren Ordinatenmengen F+ bzw. F- es sind (§ 14); 
sie heiBt (LS)-integrierbar nach lJ>, wenn sowohl I+ wie 1- (LS)-integrierbar 
nach lJ> sind, und dann sei : 
fx(LS) I dll>= fx(LS) I+ dlJ>- fx(LS) 1- dlJ>. 
Bemerkung. Auch ist dann Ill lJ>-integrierbar mit 
fx(LS) Ill dll>= fx(LS) I+ dll>+ fx(LS) 1- dtl>. 
Satz 23 16). Aus lJ>-Integrierbarkeit von f und g folgt dasselbe fur 
Max. (/,g) und Min. (/,g). 
Sat z 2 4 16 ) • .x) I st I lJ>-integrierbar und a#± oo, so ist auch a· f tl>-
integrierbar, mit 
fx(LS) a· f dll>=a· fx(LS) f dlJ>. 
{3) Sind f und g lJ>-integrierbar und endlich 37), so ist auch f + g lJ>-inte-
grierbar, mit 
fx(LS) (/+g) dll>= fx(LS) f dll>+ fx(LS) g dlJ>. 
y) 1st ltP-me{Jbar, glJ>-integrierbar, und lf(x)l~g(x) in X, so ist auch 
f lJ>-integrierbar, mit 
lfx(LS) f dtPI ~fx(LS) g dT. 
Satz 25 16) (Satz von LEBESGUE). Gibt es eine Folge {In} von lJ>-
me{Jbaren Funktionen und eine lJ>-integrierbare Funktion g(x) mit lfn(x)l ~ g(x) 
(n= 1, 2, ... ; x EX), so sind auch lim inf ln(x) und lim sup fn(x) (lJ>- und) 
n-+oo n-+oo 
T -integrierbar, mit 
- fxg dT~fx lim inf In dT~lim inf fx In dT~lim sup fx In dT~ 
~fx lim sup fn dT~fx g dT 
(alle Integrale (LS)-lntegrale); existiert au(Jerdem in den Punkten von X 
lim fn(x), so ist diese Funktion (lJ>- und T-)integrierbar mit 
n-+oo 
fx lim fn(x) dlJ> = lim fxln(x) dlJ>. 
n-+00 n-+00 
37 ) Faile, in welchen unendliche Funktionswerte zugelassen sind, werden in 
dieser Arbeit nicht in allen Einzelheiten nachgegangen. 
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§ 18 Definition. Eine Teilmenge Evon X heiBt ($- ~tnd) T-mefJ-
bar, falls ihre charakteristische Funktion XE T-meBbar ist; sie heiBt (LS)-
integrierbar nach l/J, falls das $-Integral von XE existiert. 
Satz 26. Die l/J-me{Jbaren Teilmengen von X bilden einen a-Karper; 
die Klasse ~ der l/J-integrierbaren Teilmengen von X ist ein in bezug auf sick 
beschrankter a-Korper Auf dem Korper ~ ist v~~>(E) = fx(LS) XE dl/J eine 
(beschrankt- und) a-additive M engenfunktion; dasselbe gilt fur die analog 
definierten vp(E), VG(E) und v1111 (E). 
Dies folgt mit § 14. 
Satz 27. 1st f(x);;;;;.O und T-integrierbar, so hat die Menge E[f(x)=oo] 
in X das vp-M a{J Null. 
Beweis. Sonst ware das auBere T-MaB der auBeren Ordinatenmenge 
Da[XE; X], wobei XE die charakteristische Funktion von E[f(x) = oo ], 
groBer als Null. Dann konnte aber die auBere Ordinatennienge F von f 
kein endliches T-MaB haben. 
.. 
Die Treppenfunktionen f(x) = I Cf" XEix), c1 Konstanten, E1, · E1, = 0 
~-l (h =F iz), E1 E ~. bilden einen Vektorverband L*, und das Funktional 
.. 
I;(f) = I cr vii>(EJ), ebenso wie die analog gebildeten 1; (f), IZ(f) und 
i-1 
1~1 (/) sind fur die Funktionen von L* Elementarintegrale von beschranktem 
Typus (die drei letzten auch von nicht-negativem Typus), welche Bedingung e 
(§ ll) erfullen3B); dabei ist I;(f) auch $-Integral im Sinne von § 17, also 
gleich fx(LS) f dtP (bei f;;;;;. 0 ist es somit das l/J-MaB der auBeren Ordinaten-
menge F). 
Dritter Teil, C. 
§ 19. Wie schon in § 6 bemerkt, lassen sich in Verbindung mit 
Treppenfunktionen nur weitere Resultate erhalten bei Hinzufiigung eines 
neuen Axioms. Auf dem Vektorverband L (§ 1) geniige das zugehi:irige 
lineare Funktional J(f) von beschranktem Typus (§ 2bis) neben Axiom e 
(§ ll) auch das Axiom ~ (§ 6). 
Satz 28. 1st f(x);;;;;.O und l/J-me{Jbar, so gilt dasselbe von Min. (f, 1). 
Beweis wie von Satz 10. 
Satz 29. £X) Die charakteristische Funktion xx(x) von X ist l/J-me{Jbar, 
also auch jede auf X konstante Funktion. {3) A us p konstant und f l/J-me{Jbar 
folgt das gleiche fur Max. (f, p) und Min. (f, p). 
Beweis wie von Satz 11. 
Satz 30. 1st f(x);;;;;.O und T-integrierbar, und a eine endliche positive 
Zahl, so ist die charakteristische Funktion XA der Teilmenge A[f(x);;;;;.a] 
38) Die Erfilllung von Bedingung e ist eine unmittelbare Folge der Total-
Additivitat des T-Ma13es in X x R1. 
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von X T-integrierbar. Also ist die Teilmenge von X, in deren Punkten /i=O 
ist, Summe von abzahlbar vielen disjunkten Mengen von endlichem 'llp-Ma[J. 
Beweis. Aus Satz 27 folgt, daB man sich beschranken darf auf den 
Fall, in welchem f nur endliche Werte zulaBt. 
Aus O<b<oo folgt, mit Satz 29, (3, die T-MeBbarkeit von Min. (f, b); 
darauf g~bt Satz 18, mit der auf Satz 20 folgenden Bemerkung, die T-
lntegrierbarkeit von /-Min. (f,b). Zu der natiirlichen Zahl n gehOrt die 
T-integrierbare Funktion fn(x) _ n· {/-Min. (f, b)}. Nach Satz 29, (3 ist 
an= Min. (/n, 1) T-meBbar, dadurch auch T-integrierbar. Aus 
g1(x)~g2(x)~ ... ~gn(x)~ ... mit lim gn(x)=XB(x)~f~) 
n-+oo 
in den Punkten von X folgt, mit Satz 20, die T-lntegrierbarkeit von 
XB(x); dabei ist XB(x) die charakteristische Funktion der Teilmenge 
B[f(x)>b] von X. 
1st XBn(x) in X die charakteristische Funktion der Menge Bn [f(x) >a- ~] 
(n= 1, 2, ... ) und XA(x) die von A[f(x);;?;a], so folgt mit Satz 21 aus 
B1 ~ ... ~ Bn ~ ... und XA(x) = lim XBn(x), daB auch XA(x) T-integrier-
bar ist. n-+OO 
Sat z 3 l. I st 0 ~ f( x) ~ g( x) mit g( x) T -integrierbar, und ist die charak-
teristische Funktion XA der Menge A [f(x) >OJ T-integrierbar, so ist zur 
T-Integrierbarkeit von f uber X notwendig und hinreichend, da[J fur jedes 
positive endliche a die Teilmenge E[f(x);;?;a] von X T-me[Jbar ist. 
Dann ist 
00 
(24) fx(LS) f(x) dT =lim L [Yi-Yi-1] · mp[.Q7(YJ]; 
d-+0;~2 
dabei ist <5 obere Schranke der lntervallangen (Yi-Yi-1), wobei 0=yo<Y1 < ... 
... <Yi< ... mit lim Yi= +oo, und .Q?(YJ) die Teilmenge von X x R1 
;....:;oo 
mit x EX, 0<y~1 bei f(x);;?;Yi· 
Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus Satz 30. 
Sie ist auch hinreichend. 1st £J1(p, p +h) die Teilmenge von X x R1 mit 
x EX, p<y~f(x) bei p<f(x) <p+h, und x EX, p<y~p+h beif(x) ;;?;p+h. 
ist weiter 
und 
w}11{p, p+h) = {x EX; p<y~p+h bei f(x);;?;p+h} 
w}2l(p, p+h) = {x EX; p<y~p+h bei f(x)~p}, 
so laBt sich schreiben, bei F auBere Ordinatenmenge von f, 
00 00 00 
(25) L w}11(Yf-1, Yi) ~ L .QJ(Yi-I. Yi) ~ F = L .QJ(YJ-1, Yi) ~die auBere 
i~2 i~2 i~l 
Ordinatenmenge G von g, und: 
00 
~ L w}21 (Yf-1, Yi) + { x EX; 0<'!/~'!/1 bei f(x) > 0}. 
i~2 
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Wegen der Totaladditivitat von mT folgt: 
00 00 
(26) mT[! wjll(YJ-1, YJ)] =! (YJ-YJ-1) ·mT[.Q~(YJ)] ~ mT(G), und: 
i=2 i=2 
00 
~ mT[! wj2l(YJ-1, YJ)] + y1mT[A(f(x) > 0)] = 
i=2 
00 




(26bis) ! (YJ-YJ-1) ·mT[.Q?(YJ-1}]-! (YJ-YJ-1) ·mT[.Q?(YJ)] = 
i=2 i=2 
00 
= ! (YJ -YJ-1) · mT[.Q?(YJ-1) -.Q?(YJ)] ~ r5 • fx XAdT. 
i=2 
Fiir (j ~ 0 folgt aus (25), (26) und (26bis) die Existenz von mT(F), somit die 
T-Integrierbarkeit von f; daneben erhalten wir die Darstellung (24). 
Bemerkung. Nun ist auch 
00 00 
YI·mT[.Q?(Y1)] +! (YJ -YJ-1) ·mT[.Q?(YJ)] ~ fx(LS) f dT ~! (YJ-YJ-1) · 
i=2 i=2 
Dies la.Bt sich umformen zu: 
00 
! Yi · {mT[.Q?(YJ)]- mT[.Q7(YJ+l)J} ~ fx(LS) fdT~ Y1· {mT[{x EX; O<y~ I 
i=2 
00 
bei f(x) > 0}]- mT[.Q7(Y1)]} +! Yi · { mT[.Q?(YJ-1)]- mT[.Q?(YJ)]}, 
i=2 
woraus bei der gewahlten Teilung 0 =Yo< Y1 < . . . < Yi < ... , lim Yi = rx; 
; -..:;.co 
die Existenz von zwei ,,Treppenfunktionen" g(x), h(x) [im allgemeinen mit 
,abzahlbar unendlich" vielen Werten, also ¢ L* (§IS)] folgt mit 
O~g(x)~f(x)~h(x); fx(LS) g dT~fx(LS) f dT~fx(LS) h dT, 
und 
lim [fx(LS) h dT- fx(LS) g dT] = 0. 
d-->0 
Ist f beschrankt, so konnen die Funktionen g(x), h(x) nur endlich viele 
Werte annehmen, gehoren dadurch zu L*, und es la.Bt sich schreiben 
fx(LS) h dT=I;(h); fx(LS) g dT=I;(g). 
Satz 32. Zur T-Integrierbarkeit einer Funktion f(x);;;;_o sind folgende 
Bedingungen notwendig und hinreichend: I 0 fur jedes positive a ist die 
Teilmenge E[f(x);;;;_a] von X T-me{Jbar, 2° die Menge A[f>O] ist Summe 
von abzahlbar vielen disjunkten T-integrierbaren Mengen An (also mit 
VT(An) = fxXA,. dT endlich), 3° es gibt ein endlicher Grenzwert 
00 
(27) lim! [yi-YJ-1] · mT[.Q?(YJ)]; 
d->Oi=2 
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dabei ist O=yo<YI< ... <Y1< ... ,lim Yt=oo, obere Schranke der Dil-
;-.:roo 
lerenzen (yi-YJ-1) gleich c'J, und !J7(Yt) die Teilmenge von X x R1 mit 
xEX;O<y~1 bei l(x)~Yi· Der Grenzwert {27) lielert den Wert von 
fx(LS) I dT. 
Beweis. A us T-Integrierbarkeit von I folgt, nach Satz 30, die Existenz 
von Mengen A,. wie unter 2° angegeben; auch Bedingung 1 o ist nun erfiillt. 
Aus der T-Integrierbarkeit von I und der Mengen A,. folgt, daB die 
Funktion In, gleich I in den Punkten von An und gleich Null in den 
Punkten von X-A,., ebenfalls T-integrierbar ist (Satz 31); aus der 
Total-Additivitat von mp folgt dabei 
00 
Ix I dT = ! Ix In dT. 
n-1 
Bei willkiirlich positivem e gibt es eine natiirliche Zahl v mit 
• {28) 0 -;£ fx I dT - ! fx In dT < e. 
n=l 
Mit Satz 31 folgt die Existenz einer positiven Zahl c'lo derart daB aus 
0 < c'J-;£ c'lo folgt 
• 00 
(29) 0 ~ ! {fx In dT - .! [Yi- Yi-1] · mp[D7,.(Y.1}]} < e; 
n=l 1=2 
dabei ist 0=yo<Y1 < ... <Yt< ... , lim Y1=oo und c'J obere Schranke der 
;~oo 
Differenzen (Yi-Yt-1). Da immer 
00 • 00 
fx I dT ~! [y.1-Y1-1] · mp[~(Yi)] ~! ! [Yi-Yi-1] · mp[Q7,.(Y.1)] 
i=2 n=li=2 
ist, folgt a us (28) und (29), bei 0 < c'J-;£ (J0 und jeder wie oben zu (J gehoren-
den Folge {YJ}, 
00 
0-;£ Ix I dT-! [yi -Y.1-1] · mp[~(YJ)] < 2e; 
i=2 
das gibt Bedingung 3°, und daneben die Darstellung des Integrals 
mittels (27). 
Die Bedingungen sind auch hinreichend. Ist L der in (27) angegebene 
Grenzwert, so gibt es zu willkiirlich positivem e ein positives c'lo mit 
00 
(30) 0 ~ L-! [Yi-Yi-1] · mp[~(Y.1)] <e, oder 
i=2 00 00 
0-;£ L- I {[yi-Yi-1] ·I mp[.Q7,.(Y.1)]} < e 
i-2 n=l 
fiir jede Folge 0=yo<Y1 < ... <Y1< ... , lim Yi=oo, obere Schranke der 
;-oo 
Di:fferenzen (yi-Yi-1) gleich c'J~ c'lo; dabei ist In die Funktion, welche in 
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den Punkten von An (Bedingung 2°) mit l(x) zusammenfallt, und gleich 
Null ist in den Punkten von X -An. 
Fiir jede natiirliche Zahl n existiert nun auch 
00 
lim ! [Yi-Yi-1] · mp[.Q~ (YJ)], 
cl~o ;~2 " 
und ist endlich. Daraus und aus der T-Integrierbarkeit von An folgt, daB 
fx In dT existiert, und gleich diesem Limes ist (vergleiche den Beweis 
von Satz 31). 
Mit (30) folgt bei <5 =<5o und einer zugehOrigen fest gewahlten Folge {y1 }, 
und bei jeder natiirlichen Zahl m: 
oo m 
(31) 0 ~I fxlndT- ! ! [Yi-Yi-1] · mp[.Q~ (y,)] <E. 
n-1 i=2 n=l " 
Bei der gewahlten Folge {y,} gibt es eine derartige Zahl m0 , daB aus 
m ~ mo hervorgeht: 
oo oo m 
(32) 0 ~.! [yi-Yi-1] · mp[.Q~(YJ)]-! [Y1-Y1-1] ·! mp[.Q~..(Y.1)] <E. 
1=2 i-2 n=l 
(30), (31) und (32) liefern fiir m~mo: 
m 




L=! fx lndT, 
n=l 
oder, wegen der Total-Additivitat des MaBes mp, 
L=Jx ldT. 
I ist (LS)-integrierbar nach T 39). 
§ 20. Der Vektorverband L und das der Bedingung s geniigende 
lineare Funktional I von beschranktem Typus fiihrten in X x R1 zum 
Mengenkorper K (Satz 1) von (<P- und) T-meBbaren Mengen (Satz 2 und 
§ 14), aus welchem der in bezug auf K beschrankte a-Korper K 2 und der 
a-Korper Ka, fiir deren Mengen ein mittels T gebildetes, beschrankt- und 
a-additives MaB mp bzw. ein mittels T gebildetes, total-additives MaB mp 
hervorgingen (nach der in § 14 angedeuteten Methode). Diejenigen in 
bezug auf T (LS)-integrierbaren Funktionen I, bei welchen die auBeren 
Ordinatenmengen ( § 1 bls) der zugehorigen Funktionen I+, 1- beide zur 
Klasse K2 gehOren (siehe §§ 14 u. 17), nennen wir eigentlich integrierbar 
nach T, die iibrigen uneigentlich integrierbar nach T 40). 
39) Die Bedingungen fiir T- (und !1>-) Integrierbarkeit bei Funktionen f, 
welche von Zeichen wechseln diirfen, sind nun wrmittelbar klar. 
40) Die eigentlich integrierbaren Funktionen sind somit immer beschrankt. 
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Durch die Hinzufiigung der Bedingung b enthalt der Vektorverband 
L* von Treppenfunktionen (§ 18) nicht nur die Nullfunktion; das gleiche 
gilt vom V ektorverband L * * von Treppenlunktionen, die eigentlich integrier-
bar nach T sind. Fiir Treppenfunktionen IE L** sind die zugehorigen 
Integrale I~*, definiert wie I~ in § 18, Elementarintegrale von nicht-
negativem Typus, welche der Bedingung s (§ 11) geniigen, und fiir diese 
Funktionen mit ihrem (LS)-Integral nach T zusammenfallen. 
Wie in § 8 lassen sich auch hier die aus (/) fiir die Mengen des Korpers 
K (Satz 1) hervorgehenden Variationen G, jgj und T auffassen als abge-
leitet aus fiir die Funktionen I E L definierten Elementarintegralen von 
nicht-negativem Typus (im Sinne von § 2) I G bzw. I 1g1 bzw. IT, welche 
nun auch Bedingung s (§§ ll u. 14) erfiillen, und zwar in derselben Weise 
wie (/) aus dem Elementarintegral I hervorging (Satz 2). 
Sat z 3 3. Der V ektorverband L ( § 1) und das eben betrachtete, zuge-
horige, der Bedingung s gen'llgende Elementarintegral IT 11lhren, mittels der 
in §§ 14 u. 17 angegebenen Verlahren, zur selben Klasse von nach T eigent-
lich integrierbaren Funktionen wie der Vektorverband L** von (nach T 
eigentlich integrierbaren) Treppenlunktionen und das zugehOrige Elementar-
integral I~* unter A nwendung derselben V erlahren; die I ntegralwerte sind 
in heiden Fallen dieselben 41 ). 
Beweis. L und IT fiihren zum Korper K in X x R1 (Satz 1) mit 
beschrankt- und a-additiver nicht-negativer Mengenfunktion T; K laBt 
sich erweitern zu einem beschrankt additiven Korper K1, fiir dessen 
Mengen nicht-negative auBere und innere MaBe Ta bzw. T1, abgeleitet 
sind (vgl. § 14). 
In gleicher Weise geht aus L** und I~* in X x R1 ein Korper K** mit 
beschrankt- und a-additiver nicht-negativer Mengenfunktion T* * hervor; 
K** laBt sich erweitern zu einem beschrankt additiven Korper Ki*, fiir 
dessen Mengen T** zu auBeren und inneren MaBen T:* bzw. Tt* fiihrt. 
Mit der Bemerkung zu Satz 31 und Axiom b folgt wegen der Beschrankt-
heit der eigentlich integrierbaren Funktionen (siehe Anfang dieses Par.), 
daB die Korper K1 und Ki* identisch sind. 
Aus den Definitionen der auBeren und inneren MaBe geht hervor, daB 
fiir jede Menge E E K1 = Ki* gilt: 
Tt*(E) ;£ T1,(E) ;£ Ta(E) ;£ T:*(E). 
Daraus. folgt fiir die aus K 1 _ Ki* (gemaB § 14) abzuleitenden Teil-
korper K2 und K:* von T- bzw. T**-meBbaren Mengen: 
x:* ~ K2. 
Zu jeder Menge E E K 2 und willkiirlich positivem s gibt es eine Menge 
41 ) Die Erweiterung des Satzes auf nach G-, IYI- oder (1>-eigentlich integrierbaren 
Funktionen liegt auf der Hand. 
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P:>Eund EK, Mengen M~>~p und EK(k=1,2, ... ;j=1 oder 2) mit 
p- ! Mi.l> ~ E ~ ! MJ.2>' 
(k) (k) 
und 
mp(E) -e=Ti(E)-e<T(P)-! T(M).ll) ~! T(M).2>)<Ta(E) +e=mp(E) +e. 
(k) (k) 
Die Menge P kann dabei als auBere Ordinatenmenge einer Funktion 
f E L gewahlt werden, somit, wegen Axiom CJ (§ 6) und Axiom (3 (§ 2), 
auch als auBere Ordinatenmenge einer Treppenfunktion E L, und dadurch 
auch E L* *, von konstantem positivem Werte; es ist 
mp(P) = T(P) = T**(P) = mT**(P). 
Weiter gibt es, wegen Satz 31. Mengen N~> E K** (k= 1, 2, ... ; j = 1 oder 2) 
mit 
M<i> C N<i> C P und 0 ~ T**(N<i>) -T(M<i>) < ..:_ 
k = k = - k k 2lc' 
wodurch: 
p _! Nj.l> ~ p _! Mi.l> ~ E ~ _! Mj.2> ~! Nj.2>, 
(k) (k) (k) (k) 
und 
mp(E) - 2 e < T(P)-! T* * (Nic1>) ~ T(P) -! T(Mj.1>) ~ 
(k) (k) 
~ _! T(M).2>) ~ ! T* * (Nj.2>) < mp(E) + 2 e. 
(k) (k) 
Daraus folgt die Existenz des T**-MaBes von E mit 
daneben: 
K2~ K:*. 
Die Klassen K2 und K:* fallen somit zusammen; fur ihre Mengen auch 
die zugehiirigen T- und T**-Maf3e. Dies enthalt den Satz. 
Be mer kung. Aus unserer Arbeit loc. cit. 9), S. 148, FuBn. 8 folgt, 
wegen K1 = Ki*, daf3 auch die Klassen Ka und Ki*, die nach dem in 
§ 14 angedeuteten Verfahren aus K2 bzw. K:* hervorgehen, zusammen-
fallen m'ilssen ebenso wie die zugehorigen T- und T**-Maf3e; dasselbe gilt 
dadurch ebenfalls fur die uneigentlichen T- und T**-lntegrale. 
§ 21. Satz 34. Die im eigentlichen Sinne T-integrierbaren charak-
teristischen Funktionen gehiiren zu Teilmengen von X, die einen in bezug 
auf sich beschriinkten a-Korper Sfo bilden, fur den das vp-Maf3 (nach § 18) 
beschriinkt- und a-additiv ist; dieses Maf3 (in X) ist sogar vollstiindig. 
Beweis. Es geniigt die letzte Behauptung zu zeigen. 
Der ,Wortlaut" des Beweises ist dann derselbe wie der des Beweises 
von Satz 14; die Bedeutung von Sfo und vp ist hier jedoch eine andere. 
§ 22. Spezialisierung. Zu den Mengen eines Korpers k in X 
gehore ein beschrankt- und a-additives MaB u 9); positive-, negative-
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und Total-Variation, p bzw. n bzw. t, von u fur die Mengen von k sind 
ebenfalls beschrankt- und a-additiv. Zu k gehOrt ein Vektorverband L 
h 
von Treppenfunktionen _2 ai'Xe;(x), mit e1 E k (i= l, ... , h), ei·et=O (i=l=j) 
i=l 
und Xes charakteristische Funktion von e1 (siehe § l ). Das elementare 
h h 
Integral J( _2 ar xes) = _2 aru(et) ist ein lineares Funktional von be-
i=l i=l h h 
schranktem Typus; es hat die absolute Majorante lo( _2 ai' XeJ) = _2 ai' t(e1) 
i=l i=l 
(siehe § 2bis); auch geniigt es den Bedingungen e (§§11 u. 13) und ~ (§ 6). 
Die Verfahren von §§Ibis, 2bls fiihren zu dem Mengenkorper K (in 
X x R1) und der fiir die Mengen von K beschrankt- und a-additiven 
Mengenfunktion f/J, mit positiver-, negativer- und Total-Variation G 
bzw. g bzw. T. 
Es laBt sich unschwer zeigen, daB fiir jede Menge e E k die charakteristi-
sche Funktion Xe(x) eine zu K gehorende auBere Ordinatenmenge 
Da(Xe; X) ( E K) hat mit 
(33) T[Da(xa; X)]= t(e) 42). 
Sowohl K (in X x R1) wie k (in X) lassen sich (nach in § 14 angedeuteten 
Verfahren) erweitern zu Klassen K1 bzw. k1, fiir deren Mengen auBere 
und innere T-MaBe Ta, T, bzw. auBere und innere t-MaBe ta, t, definiert 
sind. Aus K 1 geht (nach § 14) der in bezug auf K beschrankte a-Korper K 2 
von T-meBbaren Mengen (vollstandiges, a-additives MaB mp), aus k1 
der in bezug auf k beschrankte a-Korper k2 von t-meBbaren Mengen 
(vollstandiges, a-additives MaB vt) hervor. Mit (33) laBt sich zeigen, daB 
fiir jede Menge e E k2 die auBere Ordinatenmenge Da[x8 ; X] E K 2, und 
umgekehrt fiir jede auBere Ordinatenmenge Da[x8 ; X] E K2 die zuge-
horige Menge e E k2 ist, wobei jedesmal 
(34) 
Mit der Definition von 'VT in § 18 und der von L** in § 20 folgt, da/3 der in 
bezug auf k beschriinkte a-Korper k2 zusammenfiillt mit der Klasse der 
Mengen in X, deren charakteristische Funktionen zu L** gehOren; fur eine 
solche Menge e ist dann 
Da I auf L (siehe Anfang dieses Par.) Axiom ~ erfiillt, gilt hier Satz 31 
mit Bemerkung, und laBt (24) sich andern in: 
00 
Jx(LS) f(x) dT =lim _2 [Yt-Y.1-1] · ve[e(f(x) 6.Y.1)] 
c!-+O i-2 
=lim .2 Yi' Vt[e(Yi+l> f(x) ;G; Y.1)]. 
c!-+0 i=2 
42) Fiir G, p und jgj, jnj gelten analoge Relationen. 
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Insbes. gilt diese Formel (beide Summen mit endlich vielen Summanden) 
fur f(x)~O und eigentlich integrierbar nach T. 
Das loc. cit. 9) angewandte Verfahren zur Bildung von MaBen im 
Produktraume X x R1 ist von dem hier benutzten verschieden. Dennoch 
folgt durch Vergleich von (24bis) mit den loc. cit. 9), § 12, insbes. S. 158 
angegebenen Resultate, daf3 das hier in diesem Par. behandelte Verfahren 
zur Bildung von Lebesgue-Stieltjesschen Integralen und das Zoe. cit. 9) 
behandelte V erfahren genau ebenso weit fuhren. 
Nachtrag zum Ersten Teil, ex (in: Das abstrakte Integral I). 
§ 23. In Satz 5 kann die Bedingung g ~/I (mit g E L) durch oo >/I 
ersetzt werden (Satz 5bis). 
Beweis. Die Funktion /I(x)- f(x) = d(x) ist (RS)I-integrierbar nach 
T, falls die auBere Ordinatenmenge D ein endliches T-MaB hat; nach 
§ 2ter geniigt es zu zeigen, daB fiir jede Funktion h(x) ~ 0 und E L mp(D ·H) 
existiert. 
Bei a,b,c endlich und ~0 ist Min. (a+b,c)~Min. (a,c)+Min. (b,c)~ 
~Min. (a+b, 2c); bei h(x)~O und EL folgt daraus in jedem Punkt x EX: 
(q(x) =)Min. (/I, h)-Min. (f, h)~Min. (d, h)(= s(x))~ 
~Min. (/I, 2h)-Min. (f, h)(= r(x)). 
Bei fest gewahlter Funktion ho(x) ~ 0 und E L ist, bei h(x) ~ h0(x) fiir 
jeden Punkt x EX, 
(qo(x) =)Min. (q, ho)~Min. (s, ho)=Min. (d, ho) (= so(x))~ 
~Min. (r, ho) (== ro(x)). 
Nach den Satzen 4 und 5 sind qo(x) und ro(x) T-integrierbar, mit 
(35) 
A us ro- qo ~ r- q in jedem Punkt x E X folgt, mit den Satzen 5 und 6, 
mp(Ro) -mp(Qo) =mp[Da(ro -qo)] ~mp[Da(r- q)] =mp(R) -mp(Q) = 
=mp[Da{Min. (/I, 2h)}]-mp[Da{Min. (/I, h)}]. 
Die letzte Differenz ist wegen der T-Integrierbarkeit von /I beliebig klein 
zu machen. Mit (35) folgt die Existenz von mp(So) = mp(D·Ho) 43). 
Mit Satz 5bis folgt weiter, daf3 in Satz 8, {3 (§ 4) ,jfi~h, jgj~h (mit 
hE L)" durch die Annahme: ,f und g endlich" ersetzt werden darf. 
43) Vergl. B. C. STRYDOM, Abstract Riemann Integration, Diss. Leiden 1959, 
S. 32. Das Ma.l3 p1 in Kap. 1 dieser Diss. und das T-Ma13 in RIDDER, diese Proceedings, 
Series A, 59, 1956, S. 144--147 sind im wesentlichen identisch; das gleiche gilt fiir 
das Integral h in den Kapiteln 2, 3 der Diss. und das (RS)!-Integral nach T in 
RIDDER, Das abstrakte Integral I u. II, diese Proceedings, Series A, 62, 1959, 
s. 211-228. 
